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Вынужденные установившиеся 
колебания цилиндрических тел  
с  Внешним трением на границе
Рассматриваются вынужденные колебания цилиндрических тел с внешним трением. Предполагается, что продольная координата не влияет на процесс колебаний, в этом случае система дифференциальных уравнений Ламе распадается на две независимые задачи. Получены численные значения амплитуды колебаний в зависимости от частот и коэффициентов трения. 

Введение. Моделирование колебаний тел, находящихся в деформируемой среде, осуществлено различными методами [1, 2, 3, 4]. Исследование динамического напряженно-деформируе-мого состояния трубопроводов в грунтовой среде относится к сложным задачам механики деформируемого тела. В работах [5, 6] окружающая трубопровод деформируемая среда заменяется пружинками, при этом учитываются линейные и нелинейные восстанавливающие силы. Однако проблемы подбора коэффициента восстанавливающих сил и их влияния на динамический процесс не исследованы. Не рассмотрен также вопрос соответствия предлагаемых моделей динамическому поведению трубопроводов. В данной работе моделируются колебания трубопровода как цилиндрического тела с радиусами 
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r

 и R, находящегося в деформируемой среде (рисунок 1), которая заменяется вязким демпфером в радиальном и касательном направлениях. Основной целью работы является исследование вынужденных колебаний цилиндра с внешним трением на границе и сравнение полученных результатов для тел, находящихся в упругой среде, с результатами работы [3].
Постановка задачи. Рассмотрим задачу о колебаниях бесконечного упругого цилиндра с внешним трением на границе (рис. 1). Замкнутая система уравнений свободных малых колебаний упругого цилиндрического тела имеет вид
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где 
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 – вектор перемещений; 
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 – коэффициенты Ламе; 
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 – плотность цилиндра; 
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 – тензор напряжений; 
[image: image8.wmf]ij

e

 –тензор деформаций; 
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 – вектор внешней нагрузки.
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Рис. 1. Расчетная схема цилиндрических тел с вязким внешним трением

На внешней границе 
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 заданы или перемещения 
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, или внешние нагрузки. Внешняя нагрузка может воздействовать на внутреннюю поверхность цилиндрического тела 
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. Заданы также начальные условия: 
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Методы решения. Рассмотрим задачу в цилиндрической системе координат 
[image: image21.wmf]).
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 Предполагая, что координата z не влияет на процесс колебаний, получим систему уравнений, распадающуюся на две независимые задачи [2]:
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с краевыми условиями при 
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где R – радиус цилиндра; 
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 – параметры внешнего трения. При  
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Назовем краевую задачу (2,а) антиплоской, а (2,б) – плоской, или задачей о плоских колебаниях цилиндра. 

Рассмотрим задачу об антиплоских вынужденных установившихся колебаниях цилиндра (2,а).

Если вынуждающая сила 
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, то решение уравнения (2,а) записывается в виде 
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 и задача о колебаниях в перемещениях примет вид
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с краевыми условиями
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где 
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 – частота вынуждающей силы.

Линеаризованная по 
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 задача выглядит следующим образом:
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Для нахождения разложения коэффициентов решения в ряд воспользуемся результатами работы [7], в которой для собственных функций спектральной задачи получены два соотношения обобщенной ортогональности. Для упругого тела с внешним трением они принимают вид
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где 
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 – любые два решения краевой задачи, соответствующие различным собственным значениям; 
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 – область решения задачи. В нашем случае кольцо с внутренней окружностью 
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 – тензор упругих напряжений, 
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 – собственные функции формы краевой задачи
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Для нашей конкретной задачи соотношения ортогональности принимают вид
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Далее умножим скалярно уравнение (6) на 
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Сложив полученные уравнения и произведя замену переменных в одном из интегралов 
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Подставив в (8) выражения 
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 и интегрируя по частям, получим первый интеграл:
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Рис.  2. Зависимость собственных форм от 
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вынуждающей силы 


Теперь, учитывая краевые условия 
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выражение (9) можно записать в виде
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Используя выражения для скалярных квадратов (7), (8) и учитывая, что 
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Известно [7], что  
[image: image66.wmf](

)

(

)

2

1

,

,

x

x

x

x

k

-

=

l

. 

Тогда 
[image: image67.wmf](

)

(

)

(

)

2

,

,

k

k

k

k

k

x

x

i

f

c

u

w

l

+

-

=

. Теперь, зная выражение для 
[image: image68.wmf]k

c

, можем найти решение рассматриваемой задачи 
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 находились численным методом Ромбера. 
Численные результаты. Результаты представлены на рис. 2 (показаны зависимости собственных форм от частоты вынуждающей силы: 1 – представление решения в виде суммы двух слагаемых, 2 – решение в виде суммы четырех слагаемых) для 
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В таблице даны значения относительной погрешности решения в виде ряда (в процентах) для различных значений параметра внешнего трения и различных частот вынуждающей силы.
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Выводы. Для всех рассмотренных параметров внешнего трения, в том числе и для 
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, уже при шести учтенных членах разложения погрешность составляет порядка 1–2%. При этом нельзя не отметить, что при очень малых 
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0,2–0,5 и при очень больших 
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 даже при четырех членах разложения погрешность составляет десятые доли процента.  
Амплитуды перемещений точки внутренней поверхности (
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) цилиндрического тела, находящегося в упругой среде [3, 5], возникающие при воздействии гармонических волн, сравнивали с результатами данной работы. Результаты обеих работ совпадают в области длинных волн 
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 с разницей до 20%. 
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Рис.  2. Зависимость собственных форм от частоты  вынуждающей силы
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